Wybrane modele matematyczne sygnatow

Sygnaty harmoniczne

W wielu zagadnieniach mechaniki i fizyki roziea st wielkosci zaleene od czasu t

wyrazajace s¢ wzorem

X(t) = x,, sin(wt + @). (1)

Takie wielkgci nazywamyharmonikami, a ich zmiany w zalaosci od czasu t nazywamy
drganiami harmonicznymi
Poprzez zmiap fazy harmoniki funke sinus meana wyrazé za pomosg funkcji cosinus

zaleznoscia
X COS[(@t + @) = 7] = %, Sinat +), 2

tak wiec cosinusoida jest zeharmonik.

Gdy kat («t +¢) wzrasta 0271 to sinus jak i cosinus wragajlo pocatkowej wartgci. Nastpi

to po czasie ktory oznaczymy przez T.
W takim razie

w(t+T)+¢ =wt+¢ +2n.
Po prostych przeksztatceniach otrzymamy

T=— 3

ZatemT jest przedziatem czasu, po ktérym ruch gowtarza. Nazywamy go okresem ruchu

harmonicznego.

. , . 1 . .
Czesto wprowadza sgido wzorow wielké¢ f = T bedaca odwrotndcia okresu. Nazywamyaj
czestotliwoscia lub czstaécia drgar. Wskazuje ona, ile okreséw nd@e sie w jednostce czasu,

L : . : 1 .
awiec ile razy w jednostce czasu powtarza siich. Poniewa f :?, zatem wymiar

czestotliwosci  [f]=[t7] rowna s¢ wymiarowi odwrotnéci czasu. Jeeli

okres T =1[s]to f=1[1/s].



Jednostk czstotliwosci nazwano hercem (skrot Hz). Np. przy okresie 1800 [s]
czestotliwos¢ f=1000 [Hz].

Ze wzoru (3 ) otrzymujemy

w=—=2mi 4
T (4)
Liczba « wskazuje, ile drgaodbywa st w 271 sekundach. Wielk@ ktorej miap jest «
nazywamy cgstoscia kotowa lub katowa. Wielkos¢ ¢ nazywamy faz pocatkowa harmoniki.

Wartas¢ ¢ wyznacza miejsce harmoniki na osi czasu w odemegido chwili t=0. Miejsce
harmoniki na osi czasu w chwili t = O okliee zalenos¢ ¢ [s]. Jednostk kata fazoweg@
w

jest radian [rad].

Wielkos¢ x okresla amplitud¢ harmoniki. W sensie fizycznym harmonika jest fuyakc
czasu i nazywamyjsygnatem Sygnat definiuje sijako ceck okreslonej wielkasci fizycznej
zawierajca informacg. Sygnaly § nasnikami informacji ale same jeszcze nie starpwi
informacji. Ogolnie,sygnat x(t) moze by dowolma wielkoscia fizyczma zmiena w czasie,
anatura fizyczna sygnalu m® by rdoznorodna np. mechaniczna, elektryczna,
elektromagnetyczna, cieplna, optyczna itp. Energignatu mae ulec wielokrotnemu
przeksztatceniu np. cieplna w optygzrmechaniczna w elektryczitp. Zatem, jednostk
amplitudy sygnatu d&dzie jednostka wielkai fizycznej kton reprezentuje sygnat np. [m],
[rad], [rad/s], [m/s], [m/s"2], [rad/s"2], [N], IufNm]. Wielkosci opisupce sygnaty, ktére
trzeba pantita¢, gdyz uzywane g czgsto przy omawianiu rozmaitych drgéo:

X, - amplituda(wartas¢ maksymalna harmoniki) wytana w jednostkach
fizycznych ktére reprezentuje,

(at +¢) - faza [rad],

¢ - faza pocgtkowa [rad],

@ - cZestasé kotowa lub lgtowa [rad/s],

f :1 =& . czestotliwasé lub czstasé [Hz],
T 2m
T - okres [s].



Wzory na przemieszczenie,edkos¢ i przyspieszenie w ruchu harmonicznym zamy

napisa& w nasgpujacy sposob, j@i przemieszczenie opiszemy zahescia
X(t) = X,, Sin(at + ) (5)
to predkas¢ ruchu ledzie pochoda przemieszczenia wzglem czasu

dx(t)

==

= wx,, cos(at + ¢) = v, sinl(at + ) + 7] )

a przyspieszenie ruchuegdizie pochoda predkosci wzglkkdem czasu i drug pochodia

przemieszczenia wzglem czasu

a(t) = —w?x, sin(at + @) = a_, sin[(at + @) + 7] (7)

dv(t) _ d’x(t) _
dt dt?

Z powyzszych wzoréw wynika,ze pochodne wzgtem czasu sygnatu harmonicznego

sa rébwniez sygnatami harmonicznymi . lKkda operacja mniczkowania sygnatu zwksza

amplitudt sygnatu raniczkowanegoca razy (np.v,, =ax, ) przesuwa faz o +]ET (sygnat

predkosci ruchu wyprzedza sygnat przemieszczenia ruchbgp Oznacza toze amplituda

predkosci  ruchu harmonicznego zale odamplitudy przemieszczenia ruchu
I od czstotliwosci . Operacja calkowania sygnatu harmonicznego mgstracy odwrotry

do operaciji raniczkowania i wygida nas{pujaco;

v(t) = [a, sin(at + @)dt = —%”cos(ax +@) =v_sin[(ct + @) —%] 8)
x(t) = H a_ sin(et + @)dt = —%sin(ax +¢) = x_sin[(at + @) - 71] (9)
X(t) = [V, sin(at + g)dt = —Vchos(cut +¢) = x_ sin[(at + @) —%] (10)



Amplituda scatkowanego sygnatu harmonicznego jest razy mniejsza od sygnatu
calkowanego a faza opdona og . Interpretagj graficzra wynikOw operacji réniczkowania

sygnatu harmonicznego oraz niektére widtlicstosowane w opisie sygnatéw harmonicznych

przedstawiono na rys.1.

4x(t)

L B

Y

Rys. 1. Sygnat harmoniczny i jego pochodne

Ruchem okresowym lulperiodycznym ustalonyno okresie T w przedziale czasti i()

nazywamy taki ruch oscylagy, dla ktérego
X(t) = x(t+T) (11)

dla kazdegot O<t ,t" >.



Zauwamy, ze w przypadku ruchu periodycznego o okresie T Z (® wynika réwnie

okresowd¢ predkosci i przyspieszenia, co znaczg warunki:
v(t)=v(t+T), alt)=a(t+T) (12)
rowniez musz by¢ spetnione dla dowolnej wada t.

Zbudujmy wektor X w przestrzeni dwuwymiaroweix,v o wersorachi,j rys. (2)

nastpujaco

X=X +Vj (13)

Podstawiajc za x funko} okresowt Xx(t), za v z& jej pochodn dﬁ) - X(t) oraz

uwzgkdniajac warunki (11) i (12), mamy

X = X(t) = X +X(t) ] = x(t +T)i + x(t+T)j = x(t+T) (14)
skad wynika,ze obydwa wektoryx(t) i X(t+T) s3 identyczne.
Zauwamy, ze W przedziale czasu [I(t,t+T Juch wektora X jest jednoznacznie

okreslony przez zmiennex(t ) v(t). Natomiast po uptywie czasu T od dowolnie pgisjj

chwili t wektor X wraca do potgenia wyfciowego, zakrédajac w czasier krzywa zamkneta

(petle). Jeli ruch punktu jest okresowy, napha ,xtla” bedzie pokrywa si¢ z poprzedni.

X()=X(t+T)

Rys. 2. Ruch periodyczny opisany wektosoiwnkcja okresovd.

Ruch kaica wektora X(t) w czasie jednego okresu odbywa sviec po trajektorii

zamkngetej rys.( 2 ). Ptaszczyznv, x (gdziev = X)) nazyw#& bedziemyptaszczyzp fazow.



Ruch punktu [x(t),v(t)] odbywa sipo pewnej krzywej, zwanéjajektorig ptaszczyzny fazowej

lub portretem fazowynuchu.
Sygnaty harmoniczne. Zapis zespolony
Rozpatrzmy sygnat okresowy opisany funkcj
x(t) = x,, cos(wt + ) (15)

otrzymarn, z zalenosci (1) wprowadzajc podstawienie
p=y+7 (16)

Zbudujmy portret fazowy drgaharmonicznych. Zmienn&(t Y tym przypadku przyjmuje
ksztatt

V(t) = x(t) = =x_ wsin(at + ) (17)
Wektor X postaci (13) ma posta
X(t) =[x, cos(at + )i +[-x,wsin(at + )] ] (18)

Na podstawie (15) i (17) otrzymujemy zmek
x? + chVZ = x,° (19)

ktory jest rownaniem elipsy (rys.3).

WXm

x(t)

Rys. 3. Ruch harmoniczny w opisie wektorowej funk&resowej. Portret fazowy sygnatu

harmonicznego.



Z definicji (15) otrzymujemy
X(t) = X, cos(at) cosy — X, sin(ak) siny = acos(at) + bsin(at) (20)
gdzie a=x,cosy , b=-x,siny (21)
Zauwamy, ze postacie (1), (15), (20) przedstawide sany funkcje (rys.1l) w rgny
sposObPosté (1) przedstawiaajza pomog statychx_,w, ¢ ,post& (15) x,,,w,¢ , post& (20)

zas — statycha,b,« . Zwiazki miedzy kazda trojka tych statych s jednoznacznie okéone
wzorami (16), (21).

W wielu przypadkach, gtéwnie dla wygody przeksztajc wygodniej jest sygnat
harmoniczny przedstawiw postaci zespolonej. Poét& mazna wyprowadzi na podstawie

elementarnych wiadondoi z teorii liczb zespolonych. kada liczbe zespolon z zapisuje si

jako sune jej czsci rzeczywistej i urojonej, to jest naptijaco

z=Rz+jlz (22)

gdzie | =-1 jest tzw. jednostkurojors. Rz, 1z z& sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi,

zwanymi
Rz- czs¢ rzeczywista liczbyz ,
|z - czs$¢ urojona liczbyz.

Wartasci tych liczb jednoznacznie oldlaja liczbe zespolon. Liczbe z mana

zilustrow& na tzw. ptaszczpnie zespolonej (rys. 4).

Wprowadzajc wspotrzdne biegunowep i ¢ (por. rys. 4 ), liczb t¢ mazna take

zapis& w postaci

z=Rz+jlz=pcosg + jpsing = p(cosg + jsing) = pe'’ (23)
gdzie p=+/(R2)* +(12)* jest modutem liczby z oznaczonye= p, a ¢ = arctg (5) -
Z
argumentenz (argz). Dwie liczby zespolong i Z, s réwne, gdy

Rz, =Rz, 1z, = 12,, albop, =p,, ¢, =¢,. (24)



z=Rz+jlz

p=iz|

0 Rz

Rys. 4. Interpretacja wektorowa liczby zespolone;j.

Liczbe zespolon sprzzoma z z licza z nazywamy tak liczbe zespolon, dla ktére;j

spetnione g warunki (por. rys. 4)
Rz =Rz, 1z =-lIz albo|Z F|z| argz =-argz. (25)

Z powyzszych definicji wynika,ze suma dwu dowolnych liczb zespolonych sggonych ze

soly jest zawsze licztrzeczywist rowna
Z +z=Rz-jlz+Rz+jl z=2Rz (26)

Twierdzenie to jest podstawroziazenia funkcji rzeczywistej x(t) na dwie funkcje

zespolone wzajemnie speone z(t), Z (t).

Zalézmy, ze funkcja x(t) ma poséaharmonicza (15). Funka} t¢ zapiszemy w postaci

sumy dwu liczb (funkcji) zespolonyck(t); X (t) wzajemnie sprgonych:

x(t) = x,, cos(at + ) = x(t) + X (t) (27)
Zapisupc funkcje zespolone(t); X (t) w postaci wyktadniczej, otrzymamy

x(t) + x'(t) = p(1)e”* + p(t)e (28)
co wg wzoru Eulera (zataos¢ e =cosg + jsing) daje

X(t) + X (t) = 2p(t) cosg (t) (29)

Z poréwnania zwizkéw (27) i (29) otrzymujemy:

p(t) = sz =const ¢(t) =t +y



skad:

X(t) = Sl X (1) = Aneniten) (30)

Korzystapc z wynikéw (30) funkgj harmoniczn (27) mana zapisaw postaci

X(t) = x(t) + X' (1) = szei(mw) + sze—i(auﬁw) - (szeiw)eiax + (sz e 1¥)e i

skad mazna zapiséa x(t) = Xe!“ + X"e 1« (31)
gdzie przezX oznaczono tzw. amplitgdzespolon réwm

2 2

Na rys. ( 5 ) przedstawiono ilustracjgraficzry zapisu zespolonego (31) funkgciji

harmonicznej (27), przy czym przez X oznaczono rhadtplitudy X, tj.
X=Xt (33)

Funkcg rzeczywisi x(t), w tym wypadku traktuje sijako diuga¢ ,wektora” edacego sum

dwu ,wektoréw” x(t) i x (t) o jednakowych statych modutack (por. rys. 5) .

~Wektory” te, obracaj si¢ w przeciwnych kierunkach ze sf{adredkoscia katowa «, powodug,

ze ,wektor” wypadkowy opisugcy ruch Xx(t) pozostaje zawsze na 0si rzeczywisiejego
dlugaé¢ zmienia s¢ harmonicznie zgodnie z postaci(27) (rys. 5). Bag wielkosci
okreslajacych jednoznacznie ruch harmoniczny twpre tym przypadku, estasé kotowa a
oraz dwie wielkéci zespolone spezone X i X . Postugiwanie siw analizie drga zapisem
zespolonym jest bardzo ¢to0 wygodniejsze nistosowanie tradycyjnego zapisu w postaci
funkcji trygonometrycznych (1), (15), (20). Znaceme uproszczeniu ulegajodpowiednie

przeksztatcenia analityczne.



A 1X(t)

wt+y X(t)=Xe v
; x(t) R§(t)
05 / | T=21Mw

1.5

Rys. 5. Graficzna interpretacja postaci zespoldngga harmonicznych.

Rozpatrzmy dla przyktadu syndwoch dowolnych drgaharmonicznychx, (t) i x,(t).
Dla wygody kedziemy korzyst&z postaci zespolonej tych dfgarzy czym zanalizujemy jeden
z wektorow sprgzonych pamigtajac, ze drugi zachowuje sianalogicznie. Wyrgjac sune

drgaxr x,(t) = x,(t) +x,(t) w postaci

XD =X +X ()= X, + X.e7 = A cosy (34)
gdzie
A =2X, (35)
mozemy napisé
X ¥ = X el@t ) 4 glit@te) 36)
X e 1V = X e @t 4 x gmi@arsr) a7)

Mnozac stronami tasamdci (36) i (37), otrzymujemy

2 _ 2 2 j(Aawt+Ag) - j(Awt+Ag) —
X 2= X2+ X,2+ X, X,e + X, X ,e =

2 2 (38)
= X, + X, +2X,X,cos(Aw + Ag),

gdzie Aw=w -w, Ap=¢, —@,.
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Uwzgledniajpc oznaczenie (35) otrzymujemy wzoOr oXegacy amplitudg A, drgaa

wypadkowychx,(t )w postaci

A = 2%)(752 - sz12+x22 +2X,X, cos@at + Ag) (39)

Nastpnie, rozktadajc jedry z liczb (36) lub (37) na €& rzeczywisi i urojoma, otrzymamy
wzor okrélajacy faz (. Z na przykiad (36) uzyskamy:

X" = X [cost + ;) + jsin(it + 4,)] + X Jcos@yt + ¢;) + jsin(@,t +4,)] =
X,[cos@it + ¢,) + X, cos@,t + @,)] + J{ X [sin(@t + @) + X, sin(@w,t + ¢, ]}

skad otrzymujemy

(40)

= arc tg

w = arc tg l X(t) Xl S|n(@1t + ¢1) + X2 S|n(@2t + ¢2)
Rx(t) X, cost +¢,) + X, cos@,t + ¢,)

Zalezndsci (39) i (40) jednoznacznie opigujuch wypadkowyx,(t ) Amplituda A tego ruchu
ulega okresowym zmianom o0 waito T:E—Z) I przyjmuje wartéci w przedziale

A O(A i Agrax) (POr. 1ys. 6), gdzie
Amin = 21X = X, FIA - A (41)
Amax = 2|1 Xt X FA A (42)
Wyrazenie (40) jest d& skomplikowane. Rozpatrzmy ga dwa prostsze przypadki.
Przypadek 1)
X, =X,=X $. %9, (43)

Po podstawieniu wyegnia (43) do wzoru (39) otrzymamy:

A =2 X2 + X, +2X, X, cosat + Ag) =|4X cos(%t +A—2¢) . (44)

Z zalenosci (44) wynika, ze ruch amplitudy drga wypadkowych jest ruchem
periodycznym o okresid =27n1/A« Wz0r (40) kdzie w tym przypadku miat nagtujaca
posté:

_ sin(it + 4,) +sin@,t + 4,)
cos@at +¢,) + cos@yt +¢,)

gy
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Oznaczajc a =wt+¢,, f=w,t+¢, mamy dalej:

a+pB _ a-8

B 2sin > COST __a+b
W= avB_a-8 92
ZCOST cosT
skad otrzymujemy wzoér okiéajacy faz ¢
l// - (wl + a’z)t + ¢1 + ¢2 (45)
2
A XS(t) ‘
t:=0,0.0005.10 w:= 2T X(t) = 8 sin(12-wt) + 4-sin(wt)
\

T T T T > A
10— —
5 S 7T A

X(t) 0

—

.
PR

I —

-5

U — —
N
/

o
o
2]
[
=
2]
N
N

2]

T=21Aw
Rys. 6. Przebieg funkcix,(t) = x,(t) + X, (t sumy dwdch sktadowych harmonicznych o

réznych czstasciach, amplitudach i zgodnych fazach pgkawych.

Podstawiajc zaleznosci (44) i (45) do (34), otrzymamy réwnanie rucha dégo przypadku

drgax w postaci:

x(t) =|4X cos(2 ;‘”1 t+ 9 ;¢2 )|cos(2 ;’ CPNE ;¢1) (46)

Réwnanie to okrda drgania punktu dla przypadku 1), rys (7). Widze na fat nadsna o

czgstasci (w, +w,)/2 naktada si fala o czstasci ((w, —w,)/2.
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Drgania o tej postaci twogztzw. fak modulowam amplitudowo. W przypadku, gdy
czgstasci drganr roznia sig nieznacznie i znajdaj sic w zakresie ogstasci styszalnej dla

cztowieka, drgania te wywolacharakterystyczne, €gto spotykanejawisko dudnienia.

A X (b)
t:= 0,0.005.10 w:= 2-TT x(t) := 6 sin(4-wt) + 6-sin((3.6-wt))
- T=217(W,—w,)
T T T
10
5
t
X(t) o— >
i
—10
| | | |
o] 1 2 3 a 5

Rys. 7. Przykiad funkcji okresowej opigagj drgania dla przypadku rownych amplitud i
nieznacznie rinych czstasci sktadowych sumy dwéch drja

llustracja zjawiska dudnienia.

Przypadek 2)
X, # X, w=w,=w . =¢,=¢ 47)
W tym przypadku na podstawie (44) mamy:
A=2(X +X)=A+A (48)

a wiec stah amplituct rowrga sumie amplitud drgasktadowych. Podstawig warunki (47) do
(40), otrzymujemy wzor okéajacy faz:

Y=at+¢
i funkcja opisugca ruch jest zwylgt cosinusoid o postaci

xs(t) = (A + A)cosid +9). (49)
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Rozwaania analityczne, dotygze sumowania drgaharmonicznych, mma zasipic¢

rozwazaniami  geometrycznymi, ¢@  przedstawi s§ kazda z  harmonik
n

X, =Xy COS@t +¢;)sumy x, = ZXi w postaci wektora o modulg i nachyleniu(wt+¢, ).
i=n

Z sumy dwoéch wektoréw (rys. 8) wynika wzor (44) efkajacy amplitug; A, .

A Iz

A

xs(t)zAScos U}

Rys. 8. Geometryczna interpretacja sumy dwoéchrdngamonicznych o jednakowych
czestasciach.

Operacja réniczkowania i catkowania sygnatu harmonicznego stac zespolonej wyatla

nastpujaco;
. T
d- . j(at+o)+—]
v(t) :—xmej(wH@ = ja)xmej(wH@ =v. e 2 (50)
dt
[t +9) -]
X(t) :jvmej(ai+¢)dt:\_/—mej(a1+¢) :—jv—mej(erq”) =X.e 2 (51)
jw w
gdzie:
7l 7l .
i5 -i5 i dr
T, j=e'2, qjze 2, 1260 =
J
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Energia drganiaw ruchu harmonicznym.

Gdy punkt materialny przytrzymywany w paniu roOwnowagi sitami spgystymi
zaczyna drgg jego energia sktadagsz energii potencjalnej i kinetycznej. Energia pajalna
wystepuje dzeki istnieniu sit wewrtrznych, energia kinetyczna — poniewaunkt porusza si
z pewny predkoscia. Aby obliczy¢ catkowity energé uktadu, naleatoby obliczy energe
potencjala, jaka punkt ma w danej chwili, naginie energi kinetyczry i dod& je. Poniewa
sita dziatagca na punkt zmienia gipodczas wychylania, trzeba by w tym przypadkycu
rachunku catkowego. Upfcimy sobie to zagadnienie korzysiag faktu,ze g takie chwile,
gdy uktad ma tylko energikinetyczry, to znaczy jego catkowita energia réwna snergii
kinetycznej. Zachodzi to w chwilach, gdy punkt dag§ przechodzi przez patenie

rownowagi, a wic jego wychylenie réwnasizeru. Ze wzoru na wychylenie

X(t) = x,, sin(at) (52)
wida¢, ze to nasfpuje w chwilach, gdyin(at) = 0Oa wkc gdy

at=0,2n3n,...
Predkos¢ ruchu drgajcego

V= (;)t( = Aw cos(at) (53)

+ +
W wyzej wymienionych chwilach v=— Aw, poniewa cosm=-—1.

Energia kinetyczna

E, = = (54)

Poniewa catkowita energia w wymienionych chwilach réwnaesnergii kinetycznej,

15



maozemy wikcC napisé

(55)

Z tego wzoru widé, ze energia punktu drgajego jest proporcjonalna do masy tego punktu,

do kwadratu amplitudy jego wychylenia i kwadratgstzsci drgan.

Sygnaty poliharmoniczne

Sygnatami poliharmonicznymi nazywamy takie typy rssigw okresowych, ktore
powtarzag doktadnie swoje wartgi w jednakowych przedziatach czasowych i opisage s
zaleznoscia

X(t) =x(t+nT,) (56)

gdzie n=1,23....

Tak jak w przypadku sygnatu harmonicznego, przédzasu, w cigu ktérego zachodzi jedno

petne drganie (petny cykl), nazywa sikresenil),.

Sygnaly poliharmoniczne, z nielicznymi wtkami, mana rozwiraé w szereg Fouriera.
Poniewa szereg Fourier jest funkcjokresow to maiemy zapisa go zgodnie z czterema
roznymi sposobami zapisoéw funkcji harmoniczngpor. wzory (1), (15), (20), (31))

nastpujacym wzorem

X(t) = izxk coskawt+y,) :i(ak coskawit) + b, sin(kewt)) =
k=0 k=1

o o (57)
=Y 2X, sinkat + 4,) = [ X e + X ek,
k=0 k=0
gdzie dla k=0 mana przyj¢

Funkcje spelniace warunki, zwane warunkami ortogonalcio umazliwiaja proste

wyznaczenie wzorow wysajacych state wspotczynnika, ,b, o postaci:
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to+T

1
8=~ tj x(t)dt,

to+T
a, :T3 jx(t)cos ko, tdt (k = 1,2,3.),
to
to+T
b, = Ti [ x()sin( ka,tydt , (k = 1,2.,3.) (59)
to

Jak wynika ze wzoru (57), sygnaly poliharmoniczidadap sic ze skiadowej statek

i nieskaiczonej liczby  sktadowych  sinusoidalnych, nazywanycharmonicznymj

o amplitudachx, 1 fazach pocatkowych @.. Czstotliwosci wszystkich harmonicznych

stanowy catkowite wielokrotnéci czestotliwasci podstawowej w, :i—ﬂ . Wzér na okres
p

podstawowyT, mozna wyrazé zaleznoscia

n=Ln=..7n=1 (60)

gdzien,,n,,....n. &1 liczbami naturalnymi.

Przyktadem sygnatu poliharmonicznego zmdoy¢ sygnat opisany funkgj y(t) = wt
dla0 <wt < 27 (rys. 9). Jak wida na rys. 9, doktadrsd odwzorowania funkcji zaky od
liczby sktadowych harmonicznych szeregu Fourienalgymupcego sygnat. Zaktadgg stah
doktadnd¢ aproksymacji sygnatu za pompszeregu Fouriera zaumwany, ze dla r@nych
postaci sygnatlu wymagana jest inna liczba sktadowyarmonicznych. Sygnaly o szybkich
zmianach wartei, zwtaszcza takie, ktore posiaglgpunkty niecagtosci w formie ostrych
zatama i ,pikéw”, potrzebup do odwzorowania diej liczby harmonik. O takich sygnatach
moOwi Sk, ze posiadaj szeroly charakterystyk widmowa lub map ,szerokie widmo”. W
przypadkach przebiegdw okresowych zatamania takiev@wazem istnienia sktadowych o
wysokich czstotliwosciach. Sygnaly o tagodnym przebiegu lub o ,zaglonych ksztattach”
zawieray stosunkowo niewielk liczbe harmonik i nazywa sgije sygnatami o szybkozlieej
charakterystyce widmowej lub sygnatami ocagkim widmie”.

W innych przypadkach, nie nie istnié sktadowa o ogstotliwosci podstawowejw;.
Zattzmy na przyktad (rys. 10)ze sygnat okresowy powstat w wyniku superpozycjetiz
sygnatébw harmonicznych o gstotliwosciach odpowiednio 6, 7.5, 10 [Hz]. Napkbszy

wspolny podzielnik tych liczb rowny jest 0.5 [Hzf wicc okres wynikowego sygnatu
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okresowegdl, = 2 [s]. Po rozwinjciu w szereg Fouriera wasit amplitudx, bgda rowne zeru
dla wszystkichn oproczn = 12, n =15, n = 20.

Zjawiska fizyczne, ktorym odpowiadajsygnaly poliharmoniczne, wygtuja znacznie
czesciej niz zjawiska opisywane za pompaewyktej funkcji harmonicznej. Zaliczgg dany
sygnat do grupy sygnatdw harmonicznych dokonuje & ogdt pewnego przyhknia,
poniewa rozpatrywany sygnat jestcisle biomc- sygnatem poliharmonicznym. W pewnych
przypadkach mag istnie¢ w fizycznym sygnale okresowym sktadowe harmonicnagvet
o stosunkowo ditych amplitudach. Przyktadem moy¢ wibracje wielocylindrowego silnika
ttokowego, ktore wykazuajprzewanie silnie uwydatnione sktadowe harmoniczne.

Najczscie] wywanymi wartdciami, ktore stda do oznaczania poliharmonicznych
sygnatéw okresowychas

wartas¢ szczytowa x- najwigksza warté¢ sygnatu mierzona od patenia zerowego,

wartasé miedzyszczytowa pX- réznica mgdzy wartdcia maksymala a minimaln,

:
wartasé srednia okreslona wzorem  x, = Tij|x(t)|dt (61)
0

=
wartasé skutecznaokreslona wzorem x, = /%J' x? (t)dt (62)
0

. 1
* X, awartd¢ skutecznax, =—"* X

NP

Uwaga: Wickszas¢ popularnych przyrddédw do pomiaréw amplitudy sygnatu, takich jak

Dla sygnatu harmonicznego wastcrednia x;, =

SRIN

woltomierze i amperomierze, mierzy wakdarednia z wartgci bezwzgtdnej sygnatu chaod
wyskalowane g w wartgciach skutecznych. Pomiar waitd skutecznej sygnatu takimi
przyrzadami jest poprawny tylko dla sygnalbw harmonicznychdzie stosunek

X . . , , ,
X—S" [011= const. Dla poliharmonicznych sygnatéw okresowych stosuwektcsci skutecznej

do wartdci sredniej nie jest staly i zatg od postaci sygnatu. Zaleca,sw miak mozliwosci
unikanie postugiwaniem @iwartccia sredna sygnatu jako estymatorem jednopunktowym

bardziej obcizonym.
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Rys. 9. Przyktad odwzorowanie funkgji(t) = at przy pomocy rénej liczby

wyrazow szeregu Fouriera

Jak wspomniano wcZeiej, sygnaty okresowe mina uzyskéa sumupc fale sinusoidalne o

wspotmiernych cgstotliwosciach. Jednak sygnaty, ktére powstaty w wyniku swaioia fal
sinusoidalnych o dowolnych eztotliwasciach, nie g na ogét sygnatami okresowymi.

Moéwiac doktadniej, suma dwdch lub geej fal sinusoidalnych tworzy sygnat okresowy
tylko w tym przypadku, gdy stosunki wszystkich #tmvych par czstotliwosci wyrazaja Sie

liczbami wymiernymi. Oznacza taze istnieje pewien podstawowy okrdg spetniagcy
warunek okréony wzorem (60).
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: 6 . 6 .
t=-.5,-49.399  x(t) =sin{2:7-6t) + —sn(2-7-7.5t) + —-sin{2-7-10-t)
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Rys. 10. Przykfad funkcji nie zawiesapj czstotliwosci podstawowejw, .

A
Pﬂ
]
y
Y

Rys. 11. Przykiad graficznej prezentacji nagckej stosowanych war§oi opisupcych
sygnaty poliharmoniczne

Natomiast sygnat

X(t) = x; sinft + @) + X, sin(/2t + @)+ X, sin(/5t + @) (63)

nie jest sygnalem okresowym, poniewdiczby zawarte w stosunkach estotliwosci
142

sktadowych 72 Tg % niewymierne (okres podstawowy Jest rowny nieskaczondgci). W

takim przypadku sygnaly takie nazywamy prawie oévegni lub pseudookresowymi,
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gdyz warunek (60) nie jest spetniony dla jakiejkolwihaiczonej wartéci Tp. W praktyce
pomiarowej i obliczeniowej liczby niewymierne poeiajy z pewnym zaokgleniem

dziesgtnym. Jeeli np. przyjmiemyze T, =2n= 6.3, T, = 2 4.4, T, =2—ﬂ: 28,

V2 V5
to uwzgkdniajac wzér (60) otrzymamyze wspomniany sygnat jest sygnatem okresowym o
okresie T, = 6.3* 308= 44* 441= 2.8* 693=19404[s] . Oczywistym jestze im mniejsze
przyjmiemy zaokiglenia dziesjtne tym wigksze otrzymamy warkoi okresuT,. W zasadzie,
wszystkie sygnaty ztamne z sumy sygnatow harmonicznychzemy traktowd jako sygnaty
okresowe o odpowiednio dtugim okresie. Niemnieflziat sygnatow na okresowe i
pseudookresowe lepiej jest zachéwaygnaty okresowe nie posiadeg skladowej &dacej

czgstotliwoscia podstawow w; powinno sg¢ traktowa jak sygnaty pseudookresowe.
Krzywe Lissajous

Dotychczas sumowaliny skiadowe harmoniczne wzdtyednej osi czasu t. €gto
postrzegamy punkty drgajego ciata poruszge st po torach przestrzennych lub ptaskich.
Taki ruch punktéw drgagego ciata sprowadzacsiio geometrycznego sumowania sktadowych
harmonicznych w przestrzeni lub na plaszceg. Wzory opisujce ruch punktu
parametrycza forma réwnania toru punktu o wspoddnych x(t), y(t), z(t),gdzie czad jest
parametrem. W przypadku sumowania sygnatéw w uidadzpotrzdnych ortogonalnych ( na

kierunkach prostopadtych do siebie) otrzymamy:

X() =Y X, sin(w, t+ @)

k=1

y(t) =D Yo, Sin(w, t+ g, )
k=1

2(t) =Y 7, sin(w,t+@,) (64)
k=1

gdzie: i, ny, n, - liczby sktadowych harmonicznych w kierunkach xsy, z;

Xns Ym » Zn -amplitudy sktadowych w kierunkach osiy, z;
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G Py P, - fazy pocatkowe sktadowych w kierunkach osiy, z;

w, , W, , W, -czxstaci kotowe sktadowych w kierunkach osi x, y, z.

Otrzymane na podstawie rowna (64) tory nazywamy krzywymi Lissajous lub
figurami Lissajous Obserwacje krzywych Lissajous stangwivygodra metod badania
postaci drga. W przypadkach gdy stosunki estasci sktadowych sygnatdéw asliczbami
wymiernymi, tory ruchu punktowaskrzywymi zamknetymi (por. rys. 13). Oznacza tage
ruchu punktu w przestrzeni lub na ptaszerg odbywa s po tym samym torze w chwili gdy

parametr jakim jest czas t 5. TInaczej mowic, dla wartéci czasut =T, post& krzywej

Lissajous nie ulegnie zmianie. Tor ruchu punktdaby wynikiem sumowania sktadowych o
okresach wyrzonych liczbami niewymiernymi dalzie krzyws otwart. Jest to tor punktu
charakterystyczny dla ruchu pseudookresowego (pravkresowego). Dla wado czasu
t — oo tor krzywej Lissajous mae przebiegaprzez wszystkie punkty przestrzeni ograniczone
wielkosciami X , Y, , Z, (por.rys. 12).

Podsumowujc, cecha sygnatu jakest okresow: albo pseudookresoé®widoczna jest
nie tylko w dziedzinie czasu ale takw ksztalcie torow przestrzennych dega&go punktu

(figur Lissajous).

y(t) 1:2-sin< 5-w-t> X(t) =5sin(w-t)

t:-0..05. 40 t'=0,.05. 800

2

Rys. 12. Figury Lissajous, na ptaszazzie, przy ré@nych czasach obserwacji dla

sktadowych, ktérych stosunekestdsci nie jest liczla wymierm .
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Rys. 13. Figury Lissajous dla ruchu harmonicznegy paznych stosunkach e¢gtotliwosci i réznych

fazach drga skladowych.
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Sygnaly stochastyczne oraz ich charakterystyki.

Sygnatem stochastycznym jest nazywany sygnat, gtoreartéei dla kadej chwili
zmiennymi przypadkowymi. Obserwagj taki sygnat w danym uktadzie dynamicznym,
uzyskuje si pewien konkretny przebieg, zwamgalizacy procesu stochastyczneg@bior
wszystkich realizacji takiego przebiegu jest naaywagrocesem stochastycznyniProces
stochastyczny nazywagsstacjonarnym,jesli jego wiasndci statystyczne nie zalg od czasu.
Dla wigkszasci proceséw stacjonarnych obazuje tzw. twierdzenie ergodyczne, wedtug
ktérego drednianie wartéci sygnatu wzgidem ré&nych realizacji ména zastpi¢
usrednianiem wzgidem czasu.

Stacjonarne procesy losowe.

Z punktu widzenia teorii proceséw losowych zjawisiayczne mana opisa w dowolnej

chwili, obliczapc wartaci srednie w zbiorze funkcji losowych, reprezentyjch dany proces.

Rozpatrzmy zbiér funkcji losowych twayzych proces losowy przedstawiony na rys.

=0

t-l +T
* T -
ty t
‘ xa(t)
ty+T
| t -
1
! t
‘X3(T)
ty t+T
1 n—

24



Wartosé srednig (pierwszy moment) procesu losowego w pewnej chiyiinazna
wyznaczy za pomog sumowania wartei chwilowych kadej funkcji losowej zbioru w chwili
t, i podzielenia tej sumy przez liczlfunkcji losowych. W analogiczny sposob koredacj
(moment 4czny zmiennej losowej) railzy wartgciami procesu losowego w dwochznfch
chwilach (zwan funkcjq autokorelacj) wyznacza s metod, usrednienia w zbiorze iloczynéw

wartasci chwilowych procesu w chwilach, i t, +7. Inaczej méwic, wartg¢ sredni £, (t,) i

funkcje autokorelacjiR, (t,,t, + 7 )procesu losowego {x(t)} wyznaczagsi zalenaosci

) =i, L3 X ) 9)
Rt ?) =My S X, 0% (6 +7) (66)

przy czym sumujc zaktada si, ze wystpienie kadej funkcji losowej jest jednakowo
prawdopodobne.

W ogolnym przypadku, gdy wada funkcji u, (t,) i R (t,,t, +7) okrelone
réwnaniami (65, 66) zmieniapic wraz ze zmiagczasu, proces losowy {x(t)} nazywasi
niestacjonarnym W szczegolnym przypadku, gdyg, (t, )R (t,,t, +7) nie zaleéa od czasu
t,, proces losowy {x(t)} nazywa sistabo stacjonarnyntub stacjonarnym w szerszym sensie
Wartas¢ srednia stabo stacjonarnych proceséw jest stalanlkcfa autokorelacji zaky tylko od
przesurgcia 7, tj. p, (t,) =4, 1 R (t,t,+7) =R (7).

Dla procesu losowego {x(t)} mima obliczy nieskaiczony zbiér momentéw wgzych
rzedow i momentowdcznych; ich petny zbidr opisuje rozkiad probabliztyy procesu. Gdy
wszystkie maliwe momenty oraz momentydzne nie zaly od czas, proces {x(t)} nazywaesi
scisle stacjonarnymlub stacjonarnym w wzszym sensieDla wielu praktycznych przyktadow
stwierdzenie stabej stacjonassoprocesu usprawiedliwia przyjie wniosku ccistej

stacjonarngci.

25



Ergodyczne procesy losowe
W wiekszaici przypadkow ména opisywa wiasciwosci stacjonarnego procesu losowego
metod, usredniania w czasie poszczegolnych funkcji losowsstoru. Rozpatrzmy na przykiad

k-ta funkcje losows procesu losowego, przedstawionego na rysSredni wartasé¢ g, (k) i

funkcje autokorelacjiR, (7,k )k-tej funkcji losowej okréla sk nastpujacymi wyrazeniami:

L 17
1 (k) =lim, Tj;xk (t)dt 67
1 T
R, (7,k) :IimTw?J‘xk(t)xk(t+r)dt 68
0

Jezeli proces losowy Xx(t) jest stacjonarny i wado u, (k) i R (7,k) okrelone

wzorami(67), (68) g jednakowe dla rinych funkcji losowych, to taki proces losowy nazywa
si¢ ergodyczny Dla ergodycznego procesu losowego wrtwednia i funkcja autokorelacji
(jak rowniez i inne momenty, uzyskane przegrednienie w czasie) rownagic odpowiednim
srednim w zbiorze, a wc u, (k) =4, i R (7,k) =R, (7). Naley zauwayg, ze tylko procesy
stacjonarne mag wykazyw& cecly ergodycznéci (rozwaa sk takze dla procesow
niestacjonarnych ergodyczitonzgledem danego momentu).

Ergodyczne procesy losowe stangwiczywicie, wana klas; procesow losowych,
poniewa wszystkie wiaciwosci losowych procesow ergodycznych mdgy¢ okreslone przez
usrednienie w czasie jednej funkcji losowej (sygnafloserwowanego). Na szgszie w
praktyce procesy losowe odpowiagta stacjonarnym zjawiskom fizycznymy s1:a ogoét
ergodyczne.

Z tego te wzgledu w wiekszaci przypadkow mena prawidiowo wyznaczycharakterystyki

stacjonarnego procesu losowego na podstawie jeeakgacii.

Niestacjonarne procesy losowe

Do procesdw niestacjonarnych zalicza wsiszystkie procesy losowe, ktdre nie spehiaj
wymaga dotyczcych stacjonarniei wyliczonych we wzorach 65, 66. O ile nie wprowado
specjalnych ogranicae to charakterystyki niestacjonarnego procesu legmva funkcjami
czasu, ktore maa okragli¢ tylko przez érednienie wartéci chwilowych w zbiorze funkcji

losowych tworacych ten proces. W praktyce nie ima na ogét uzyskadostatecznie digj
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liczby realizacji, niezbdnej dla dokiadnego pomiaru charakterystyk przémdnienie w
zbiorze.

Okolicznag¢ ta utrudnia rozwdj praktycznych metod pomiaru ialay niestacjonarnych
procesow losowych.

W wielu przypadkach mmma jednak wydzieti w klasie niestacjonarnych procesow
losowych, odpowiadagych realnym zjawiskom fizycznym specjalne kategori
niestacjonarnii, co upraszcza zadanie pomiaru i analizy. Na kbazly niektore zjawiska o
charakterze losowym magby¢ opisane niestacjonarnym procesem losowym {y(t}hrégo
kazda funkcja losowa ma posty(t)=A(t)x(t), gdzie x(t) jest funkegj losowg stacjonarnego
procesu losowego {x(t)}, a A(t) jest zdeterminowamynnanikiem. Innymi stowami, taki
proces zalicza sido niestacjonarnych procesow losowych, ktoryctkéjmlosowe cechajsie
wspolnym zdeterminowanym trendem czasowynrelleniestacjonarny proces odpowiada
konkretnemu modelowi takiego typu, to do jego opmse trzeba dokonywausredniania w
zbiorze. R@ne wymagane charakterystyki procesuznaniekiedy oceiina podstawie jednej
funkcji losowej, jak to ma miejsce dla procesowoglgcznych.

Stacjonarne sygnaty obserwowane

Rozpatrywane wczeiej pogcie stacjonarngei, zwigzane jest z &rednieniem w zbiorze
charakterystyk procesu losowego. W praktyceestz mowi s¢ o stacjonarngci lub
niestacjonarn<ci jednego sygnatu obserwowanego procesu losowBgusuje si tu nieco
odmienne pajcie stacjonarnici. Gdy mowi s¢ 0 stacjonarnei jednej realizacji, to oznacza,
ze charakterystyki wyznaczone dla krotkich przedwialczasu naspujacych po sobie nie
zmienh Sie znacznie. Wyrzenie ,znacznie” oznaczage zaobserwowane zmiany wicksze
niz mazna by tego oczekiwauwzgkdniajac typows statystycza zmiennd¢ losowa.

Dla wyjasnienia tego zagadnienia rozpatrzmy pojedynczy dyghaserwowany X(t) k-tej
funkcji losowej procesu losowego {x(t)}. Zatdy, ze wartd¢ sredni i funkcje autokorelacji
uzyskuje s} przez érednianie w czasie w krotkim przedziale o digdrwania T w chwili
poczatkowej t,

L+T

1
p k) =2 J X, (t)dlt 69

u+T

R, (t, +7,k) :i tjxk(t)xk(tw)dt 70
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W ogollnym przypadku, gdy charakterystyki losowe eskme wzorami (69), (70)
zmieniap Si¢ znacznie przy zmianie chwili pagkowej t, , sygnat obserwowany uvwa st za
niestacjonarny . W przypadku, gdy charakterystgknie zmieniaj Sic znacznie przy zmianie
t, , sygnat obserwowany uvia Sk za stacjonarny.

Nalezy zaznacz§, ze odcinek realizacji ergodycznego procesu losowegbstacjonarny.
Jezeli zalazenie o ergodyczrigi jest uzasadnione (jak to ma miejsce dlakazaci realnych
stacjonarnych zjawisk fizycznych), to stwierdzenigtacjonarnéci jednego sygnatu
obserwowanego nie stanowi dostateczne uzasadnienie dla zaiva stacjonarrii i

ergodycznéci procesu losowego, do ktérego nglelany sygnat obserwowany.

Glowne charakterystyki sygnatéw losowych

Do opisania gtdbwnych wikaiwosci sygnatdw losowych stosuje ¢sicztery funkcje
statystyczne:
1) warta¢ sredniokwadratow,
2) funkcg gestaici prawdopodobigstwa,
3) funkcg autokorelaciji,
4) funkck widmowej g:stasci mocy.
Wartci¢ sredniokwadratowa daje elementarnegpig o intensywn€ci procesu.
Gestas¢ prawdopodobigstwa charakteryzuje wdaiwosci procesu w dziedzinie wasoi
amplitud. Funkcja autokorelacji i funkcjggiosci widmowej mocy daj podobr informacg o
procesie w dziedzinie odpowiednio czasowejqstatliwosciowej. Pod wzgidem formalnym
funkcja autokorelacji procesu stacjonarnego niei@@ndodatkowej informacji w poréwnaniu
z funkcp widmowej g:stasci mocy, gdy zwiagzane onegze solh wzajemnie jednoznacznym
przeksztatlceniem Fouriera.
Omowimy w sposOb ogolny wymienione charakterystydtacjonarnych procesow
losowych. Zaktadamy przy tynye procesy te wykazajcechy ergodyczrigi, a wic dane
charakterystyki mizna wyznacz§ metody usredniania w czasie poszczegOllnych funkcji

losowych.
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Wartasci srednie i wariancja
Elementarne pefie o intensywnéci dowolnego sygnatu losowego daj@artasé
sredniokwadratowa, ktora jest wartécia $sredna kwadratu danego sygnatu. Waido

sredniokwadratow W’ danego sygnatu x(t) okila sk zgodnie ze wzorem:
1 T
W2 =[im, _—=|x*(t)dt. 71
< =limy j ®)

Czesto stosuje gipojecie wartdci bezwzgednej pierwiastka kwadratowego z waxtd
sredniokwadratowej, zwangjartascig skuteczu.

Nieraz wygodnie jest rozpatrywaygnat fizyczny w postaci sunsktadowej statycznej,
tzn. niezalenej od czasu, sktadowe] dynamicznejub fluktuacyjnej. Skladows statyczi
mozna opisa przez warté¢ sredni, ktOra jest pop prostu wakma s$rednp funkcji

obserwowanej. Wartd srednia okrélana jest wzorem

1 T
U, :IlmTqm?jx(t)dt 72

0
Sktadowa dynamiczm mazna opisé@ przez wariancje sygnatu, ktora rowna jesredniemu

kwadratowi odchylenia jego wala od wart@ci sredniej, czyli
1 T
2 _ _ 2
o, —Ilme—T J;[x(t) M ]odt 73

Wartas¢ bezwzgédna pierwiastka kwadratowego z wariancji nazywa aichyleniem
standardowym. Otwierapc nawiasy w funkcji podcatkowe) (73) rmma stwierdz, ze
wariancja rowna jest #hicy miedzy wartdcia sredniokwadratow i kwadratem warti
sredniej, czyli

oy =g - g 74

Gestas¢ prawdopodobigstwa
Funkcg gestasci prawdopodobigstwa sygnatu losowego okteja prawdopodobigstwo
zdarzenia polegagego na tym,ze wartéci sygnatu w dowolnej chwili & zawarte w

okreslonym przedziale. Rozpatrzmy peyvrealizacg jako funkcg czasu x(t), przedstawiama

rysunku ().
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Prawdopodobi@gstwo tego,ze wart@¢ funkcji x(t) przypadaj na przedziat odx do x+Ax,
. . , T : .
mozna znalé¢ wyznaczajc stosunek?x, gdzie T, oznacza sum przedziatOw czasu, w

ktérych wartdci sygnatu znajduj sie w przedziale(x, x + Ax )w czasie trwania obserwacji T.

Przy dizeniu T do nieskaczondgci stosunek ten coraz doktadniej opisuje prawdopagstwo
takiego zdarzenia. Mma to zapisaw nas¢pujacy sposéb:

Prix{x(t) £ x+Ax] =lim;__, -_Il-_x 75

Przy dostatecznie matych wagttach Ax gestasé prawdopodobigstwap(x) mazna
okresli¢ nastpujacym przyblizonym zwazkiem:
Prix{x(t) £ x+ Ax] = p(x)Ax

lub scislej

Prix(x(t) < x+Ax] _

. ) 1. T,
p(x) =lim,,_, A —|Immﬂ0&[|lm-rﬂm?] 76

Gestas¢ prawdopodobigstwa jest zawsze funkcjzeczywisi nieujemnm.
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